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Coor données Homogenes en Notation Tensorielle

L es coordonnées homogeénes repose sur une notation dans laquelle les vecteursen N
dimensions sont représentées par un vecteur en N+1 dimensions.

L es coordonnées homogenes sont un outil de base en vision, en robotique et en
synthése d'images.

Exemple : un point
Soit un plan Euclidienne en R2 composé de points,

o i}
En notation classique, un point est un vecteur : P = gg

® &0
En notation homogene, un point est un vecteur P = %y:
10
2. 0o) =2 00)
Onnoteque” a,b: aéyi =b %\/:
19 10

0 a@axo aaxlah  axo
démonstration a%ﬁ = %ay: = %ay/ai = ?Z
10 ag adls &lo

Vecteur et Matrice en Notation Tensorielle

®
En notation tensorielle, lasigne™ " est remplacé par un indice en

super-scripte ou sous-scripte.  Une super-scripte signifie un vecteur colonne.
Par exemple, le point est indiqué par un vecteur p!

aplo
Pi= ¢p2:
5235

une sous-scripte indique un vecteur ligne
Par exemple, ladroite est indiquée par le vecteur |; :

Li = (I, 12, 13)

Une matrice est une ligne de vecteurs (ou une vecteurs de lignes).

1l mlA
- Ctmimi
M = ém% m% mg H
m3; m; m3d
Le produit d'un vecteur avec une indice en super scripte et une vecteur avec le méme

indice en sous-scripte signifie une produit scalaire. Ceci est fait par une
sommation implicite desindices. (La Convention de Sommation d'Einstein).
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Donc, le produit indique une annulation des souscriptes et superscriptes.
LiP =l1pl +12p2 +I3p3
Cette sommation et commutative
Li Pl = PiL;
Pour la produit d'une matrice et une vecteur, ceci donne une nouvelle vecteur.

Pl =M P

Ceci représent une tranformation du repére "i" versle repere "j".

L'équation d'une droite

Dans un plan Euclidienne en R2, en notation "classique”, une droite est définie par une
équation

ax+by+x=0.
On peut exprimer cette équation comme la produit de deux vecteurs :
® ®
L-P=0
® @ O
ou L=(abc) et p:?ﬁ
19
En notation tensorielle, cette equation est exprimé :

LiPl =0 aveci=l1,?2, 3.

Lasommation des indices est implicites.
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L e produit Croisé

Une droite est définie par deux points. Un point est défini par le croisement de deux
droites. Il y aune dualité parfaite entre les points et les droites.

Ennotation classique, ax+by+c=0
le maniére de déterminer la droite pour deux points est :

ol a= (Y1 —-Y2) b= (xo—x1)

c= —(axp+ b y1) =—x1(y1-y2) - yi(xo—Xq)
=—X1Yy1+X1y2—-Yy1XotY1Xq
= X1Y2—-Y1Xy

Ladroiteest X (yo—Y1) +Y (Xg—Xp) —X1y2+Yy1Xy =0

Ceci peut étre calculé par la déterminante, avec les variables libres dans le premier
colonne:

Xyl
‘lell ‘ = X(y1—Yy2) +Yy (Xp—Xq) +X1y2—-Yy1Xy =0
X2y21

Il sagit d'une méthode générale de déterminer les parametres d’ une équation linéaire a
partir des contraintes. Camarche aussi pour trouver la point d'intersection de deux
lignes.

On peut, également, écrire la déterminante comme un produit croise.

20 o ® 20 -1y10 &0 @ y1-y2 0
LT = EE: =P1x P2 = E 1 0 —xi1= 2: = é( X2—X1 :
2 21y 1y2-X2Y15

s—y1X1 0 5
En notation tensorielle, le déterminant et fait par I’ opérateur tensorielle Ejjk et Eiik.
Cette opérateur signifie une evaluation des indices pour une déterminant.
Exemple : Ladroite Lj est définit par les points Pl et Qk:
Li = Eijk Pl QK
Pour . 13 . @
R o i @l aligi
A= 02 = @i o Q= @2 = wilgd
3 10 35 1 9

i =1, ijk-ikj =123-132: |1 =p2q3—-p3 g2
i =2, ijk-ikj =231-213: lo=p3ql-plg3
i =3, ijk-ikj =312-321: Iz3=plg2-p2qgl
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et s p3=1 et g3 = 1 alors nous retrouvons notre forme :

@0 o
Pi= 2 et Q=@
13 15

i =1, ijk-ikj =123-132: 11 =p2q3—-p3g2=p2 —@2
i =2, ijk-ikj =231-213: lp=p3qgl-plg3=pl —ql
i =3, ijk-ikj =312-321: Iz3=plg2-p2qgl

Séance 1
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| nter section de deux droites

Pour le calcul d'un point d'intersection de deux droites.

soit deux droites: L: ax+by+c=0et M:dx+ey+f=0.

. . . ® ®
En notation classique: SoitL = (abc) et M =(def)

o - _ bf—ce _ co—f
Le point d'intersection est X = cabd Y = 2abd
Pour le demontrer :

f—ce
® ® ® &0 — bo oelo abf—ceo b~
P:LxM:ECO—a: :: Cd—af:= Cd—af:
—+ a 0o &g ba % H
1 9

Le operateur "x" est équivalent a une déterminant.

Un point est I'intérsection d'une infini de droites. Soit deux droits

Soit deux droites (a, b, €) et (d, e, f). soit une droit "libre" avec coéfficient u, v, w :
ux + vy +w=0.

On peut trouver les coordonées du point grace au déterminant.

uvw
‘ abc ‘ = 0= u(bf-ce) + v(cd-af) +w(ae-bd)=0

de f
ou bien u-bf_Ce + V- +w=0=ux+Vvy+w
ae—bd aebd TWTVZ y
_ bf—ce _ co—f _
donc X= opbd &Y=gebg © 1=1.

En notation Tensorielle, nous avons |’ opérateur tensorielle Eijk
Ona Pi=EIKLj Mj
Pour
Lo anly
Li = E:% = et Mk= g%
3g 3g

i =1, ijk-ikj =123-132: pl=lomz—Izmy
i =2, ijk-ikj =231-213: p2=Ila3my—Il1m3
i =3, ijk-ikj =312-321: p3=Il1mo—Ilom
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Transfor mations en Coor données Homogenes.

L es coordonnés homogenes fournissent une notation uniforme pour les
transformations.

Par exemple, les transformations dans un plan sont décrites par une matrice homogene
3x3.

Transformations d'images

&=, O

Image Source Image Destination

Pour chague pixel de l'image de destination (Xd, yd), on calcule
une position (Xs, Ys) dans|image de la source.

P°= Mg P*

pls @@y mymz0
T — 2 M2 m2~
ou EBZT = &mim3 m3=

Po 4
-0

30 m3 m3 mgb
1 2
Xs = %3 Ys = %3
L apl/pdp
ou ?s: = ¢p2/p3:
I 1 o

Ensuite lanouvelle valeur de
pixel destination, P?, est calculé en fonction du voisinage de la position source.

S(+)
MAIS, P°= ?s: n'est pas des entier!
515

Quelle valeur faut-il prendre pour les pixels?

Pour chague pixel du destination, (Xd, yd) on calcul le position du source, (Xs, Ys).
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Ensuite, on détermine une valeur par interpolation avec les pixels voisins.

v ™

/e

D N
3 L/
ya Y D
.y ~+F

|| existe plusieurs fonctions d'interpol ation.

Ordre zé&ro : Plus proche voisin.
Ordre unité : intérpolation linéaire et "bi-linéaire"
Ordretrois: Spline cubic.

I nter polation d'ordre zéro

Pour lesimages Binaire, on peut fair que I'ordre zéro.
Lavaleur de p(i2, j2) déterminer par arrondis de p(i1, j1).

Surface de Décision - - -----
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Interpolation Linéaire

Interpolation Linéaireen 1-D. soit igg X £ ig+l

A p()
> |
o X ig+1
A partir del'origine: p(x) = p(0) + my X
A partire de deux points ig etip+l:
DP : :
pente : Mx° By = =R(+1)—p()
P(X) = (x=o) Mx + p(io)
Interpolation Linéaire en 2D
A P(ig.otl)
p(xy) 7 7
Poo) PigtLio)
(ig: Jo)
X

DP ) ) ..
mx® By = Pliotl, jo)—plio: jo)

DP o o
my © Dy = p(io, jor1) —p(io, jo)

donc P(X,y) = My -(X—o) + my - (YHo) + P(io, jo)

Séance 1
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I nter polation Bi-lineaire

Plodo*D  plig+LigHy)

//ﬁ W
P(igo) Pig*tLlip)

/
(irJo) \E

X

Forme Bilinéaire : Hyperbolic Paraboloide
p(x,y)=ax+by+cxy+d.

Uneinterpolation linéaire en "y" de deux interpolations linaire en "x".

Dérivation :
p(X’ 0) = p(O’ O) +X- (p(11 O) - p(O, 0))
p(x, 1) =p(0, 1) +x - (p(1, 1) —p(0, 1))
p(X, y) =p(x, 0) +y - (p(x, 1) —p(x, 0))

=p(0, 0) +x - (p(1, 0) —p(0, 0))
+y - (P(0, 1) +x - (p(1, 1) —p(0, 1))
=Y - (p(0, 0) + x - (p(1, 0) —p(0, 0)))

=p(0, 0) +x - (p(1, 0) —p(0, 0)) +y - (P(O, 1) —p(0, 0))

Séance 1

+x-y - (p(1, 1) -p(0, 1) —p(1, 0) + p(0, 0))

Pour le point ig, jo, remplace: O® o, 1® o, X® (X—ig),Y® (Y—io)

DP

a®mx= p, =plio*l jo) —plio jo)
DP . o
bemy=p,  =plio jo*1) —plio, jo)
C © Mxy = p(iot1, jo) + Plio, jot1) i, jo) —Pliot1, jot1)
d= p(io, jo)

p(X, y) = a-(x-o) + b- (yHo) + € - (X-i0)- (o) *+ plio, jo)
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Trandation

X2 = X1 + ty,
y2=y1+ty

@xo0 @00 tyd@x10
Eyzg :gomy;éyl;
s 1g 500156 15

En notation tensorielle:
PP=TRP* pour A,B=1,2,3.
Donc T§ est unetransformation du repére A vers le repére B.

Les indices permet de noter les reperes.

Rotation

(Repere main droite, rotation sens trigonomeétrique)
x2 = Cos(g) x1 + Sin(q) y1,
y2 = Sin(q) x1 — Cos(q)y1

&x20  2Cos(g) Sin(q) 00 &x19

Eyzi - E—Sin(q) Cos{(0) @Eyg
5 1 & 0 0 1p&1ly

Séance 1

Quand le repere tourne dans le sanse "q", le vecteur est tourner dans le sense —q

Trandation et Rotation

x2 = Cos(q) x1 + Sin(q) y1 + tx
x2= Sin(g) x1—Cos(g) y1 + ty

@0  2Cos(g) Sin(q) txd @19
vz =£-sin Cosay: Eyx

6 15 0 0 1pt

Entensorielle, PP =R}
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Transformations d'échelle, rotation et trandation

Une transformation de similitude d'une image est définie par
une rotation, une trandation, et un changement de taille des axes.

Soit un changement d'échelle sy et sy des axes x1 et y1 (repere source)
suivi d'une rotation d'angle g dans e plan de I'image source,
suivi d'unetrandation ty, ty sexprimes dans le repere de la destination.

Ces parameétres donne une transformation (sx, Sy, g, tx, ty ) de
1) Un changement d'échelle des axes, puis
2) Unerotation des axes, puis
3) Unetrandation.

@20  @scCos(g) sySin(Q) tx0 gx19
gyzé - E—SXSn(q) S Cos() ty= gyg
£l & 0 0 i3 €13

ou hien

x2 = 5xCo3(q) X1 + sy SN(Q)y1 + tx,
y2 = sySin(q) X1 —sx Cos(q)y1 + ty



