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Formule(s) du Jour :

LaFréguence Nyquist : fy = fe

Nl

11
N
_|
o

Soit un signal xe(nTe) de plage utile (Ie range dynamique) V.

Lesigna est décomposé en 2B = \q/ intervalles de largeur g, par

o) = Max{(xlrTe) ~k:q +3 ) < 0}

Si lavariance du signal est sx2, la réduction en rapport signal-bruit entrainée par la
numerisation (en dB) est

XqdB= 6B+ 10.8 —20|0910%X dB
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Bruit de Echantillonage et de Numerisation

Rappel : Le bruit est tout ce qui interfere avec la recuperation d'un message.
Le bruit est mesuré en "énergie’.

L'énergie d'un signa, x(t), sur l'intervalle[ts, t2]:

t2
Wy (t1, t2) = tb X2(t) dt
1

ou pour un signal discret, x(n) sur l'intervalle [N1, N2J :

N2

Wi(N1, N2) = & x2()
n=N1
Soit
echantillonage : x(n) = Echant{ x(t)} (paramétre: Te)
quantification : Xg(n) = Quant{ x(nDT)} (paramétres: V, q)

Conversions Analogique : L (t) = Analogf Xg(n)}  (paramtres:TaVada}

Cas Continu :

T, — V,q V,, g
¥ \b Xq(NT¢e) - a\b X(®)

s(nTe) e(t)
XM T Echant{s(t)} 1 Quant{s(n)} >t Analogfs ()} 4)?—)

En signal continu, le bruit de numérisation peut étre calculé comme::

e(t) = x(t) — K(t)
Son energieest Wy = é‘)e(t)Z dt

Le bruit est, par definition, imprévisible. |l est déatoire. Comme tout fonction
aléatoire, le bruit est caractérisé par une densité de probabilité.
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Rappel des Probabilités

Pour X entier, tel que X T [Xmin Xmax] . On peut traiter chacun des valeurs
possi bles comme une classe d’ événement.

Si lesvaleurs de x sont entiéres, tel quex T [Xmin, Xmax]
on peut estimer la probabilité a partir de M observations de lavaleur, { Xm} .

Pour estimer |a probabilité d'une valeur on peux compter le nombre d'observation de
chague valeur, x, dansune table, h(x).

L'existence des ordinateurs avec des centaines de megabytes rendre des tables de
fréquence trés pratique. Dans certains domaines, comme I'analyse d'images, par abus
de langage, un tel table sappelle une histogramme.

Ainsi la probabilité d'une valeur de X T [Xmin, Xmax] est la fréquence d'occurence
de lavaeur. Avec M observations de la valeur, X, on peut faire une table, h(x), de
fréquence pour chacun des valeurs possibles. On observe M exemples de X, { Xm} .
Pour chague observation on gjoute "1" a son entré dans la table.

"m=1,M : h(Xm):=h(Xm) +1;, M :=M+1,

h(x) est une table de fréquence pour chaque x T [Xmin, Xmax]-
Ainsi, on peut définir la probabilité d’ une vaeur x par safréquence :

pr{Xmex} © Lim {j% h(}
M® ¥
Quand M est fini, on peut faire appel al'approximation.
1 — 1
pr{X=x} =p(x) » \; hx)

Lavalidité de |'approximation depend dunombre de valeurs possible et de M.
En régle générale, on dit qu'il faut 10 exemples par cellule de I'histogramme.

La précision de cette estimation depend de lavrai densité p(X).
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La pire de cas et une densité uniforme. Dans ce cas, on peut demontrer que |'ecart
type moyenne de I'erreur est en proportion avec la ration de le nombre de cellule de
h(x), N, sur le nombre d'echantillions, M.

N
SMSE »

Quefares lamasse dexemple estinsuffisante: M << N?
Quefaires x n'est pasentier ? 1l faut une fonction paramétrique pour p(X).

LaLoi Normale

Quand les variables aléatoires sont issues d'une séquence d événements aléatoires, leur
densité de probabilité prend laforme de laloi normale, Mm S).

Ceci est démontré par |le théoreme de la limite centrale. 1l est un cas fréquent en
nature.

Les paramétres de ‘2\[(m S) sont les premiers et deuxieme moments des exemples.

Donc, on peut les estimer pour n'importe quel nombre d'exemples. On peut méme
estimer les moments quand il n'existe pas les bornes (Xmax—Xmin) ou quand X est une

variable continue.

Dans ce cas, p( ) est une "densité€" et on peut utiliser ‘sz s) comme une fonction de
densité pour p(x).

(2
p(x)» Mx; ms) = \/%33 e 2s2
N(x; m s)
7 | | S
mts | s

Lebase"e' est : €=2.718281828....

Il sagit du fonction tel que OeXdx = ex

Leterme \/2—1 sert a normaliser lafonction en sorte que sa surface est 1.
pS
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¥
g (x-m?
_é € 25?2 dx=+2ps.
2
Leterme d2(x)= (X:? est la distance x et mnormalisée par lavariance.

Estimations des moments d'une densité

Le premier moment : La Moyenne

Soit M observations d'un variable aléatoire, { X1, X2, ..., X3} ={Xm}
Lamoyenne est I’ espérance de { Xm} . .

m° E{x} :I%/Im:!;\f%m

Il sagit d'une somme sur M (le nombre exemples). Cette somme existe, méme quand
Xmin € Xmax n'existent pas et quand X est réelle.

On note que dans le cas X est un nombre entier, on peut aussi estimer la moyenne par
la table de fréquence. La masse d’ un histogramme, h(x) est le nombre d'échantillons

qui composent I'histogramme, M.

Xpax

Pour X entier, tel que X T [Xmin Xmax] On peut démontrer que

Xrpax Xrpax
me Ex} =55 A he) » & peox
X=Xmin X=Xmin
Xmpiax
donc: m° E{x} :ﬁﬂ g‘xm - 173 h(x)
m=1 X=Xmin

Pour X réel m° E{x} = Op(x)x dx
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L e deuxieme moment (L a variance)

Lavariance, s2, est le deuxieme moment de la densité de probabilité.
Pour un ensemble de M observations { Xm}

M
S2 0 E{(XmmZ = & (Xm—n2
Mm=1
Mais I'usage de mestimé avec le méme ensemble, introduit un biaisdansS 2 .

Pour I’ éviter, on peut utiliser une estimation sans biais.

82:

1 M
M-1,& (Xm—m?2

Lequel est correct ? (lesdeux !)
Pour X entier, tel que X T [Xmin, Xmax] on peut démontrer que

S2 = E{(Xar? = g1 & hOO -2

X=Xmin
Ceci est vrais parce que latable h(x) est fait de { Xm} .

Donc:

1

S2 = zlé\l/l v
m=

Xgax
Xm—m2 = 5+ @ he)x-m2
X=Xmin

Mo

Pour X réel on a

S20 E{(Xmrm?2 = Op(x)-(x-m2dx
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Densité de probabilité unifor me

Soit une densité uniforme entre O et q.

A
p(eq)
1 q
q €q
>
0 q
Savaleur est p(e)—;
Samoyenne est
q
m= E{p(e)} =(§3p(e)'ede =
gql 11 1/q 11
= - -+ 1L -_ 9
08q ede = q.Ze2 20 —q.2q2— 5

Savariance est s2 = 112 g2

g
s2= E{p(e)} = (? p(e) - (e-m) 2 de)
q

_§
= 8
o

QiR
|_\

ce-Prdy = § -3 Y2

Q=

= 5y l@-9)3- (0—% 3]
=5 323y

1 3 3 1 o3 1
=5 LG+ E)]= 5 = p
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Echantillonage des Signaux

Soit un signal continu :

A X

7 N

Si I'on veut traiter un signal par voie numérique a l'aide d'un calculateur, il faut le
représenter au préalable par une suite de valeurs numériques ponctuelles prélevées
régulierement ou irréguliérement. Un tel prélévement est appel € échantillonnage.

Une échantillonage représent un signal par une suite de valeurs ponctuelles :

La représentation numeérique des échantillons requiert une opération complémentaire
de quantification et de codage, dont la nature et les conséquences sont examinées dans
le prochaine séance. L'ensemble réalise une fonction de conversion anaogique-
numerique A/N, (Dite Analog to Digital ou A/D en Anglais).

Reversibilité: Seules les conditions théoriques, irréalisables parfaitement dans la
pratique (voir théoreme de Paley-Wiener), permettent une reconstitution exacte du
signa analogique a partir de ses échantillons. La procédure d'échantillonnage introduit
toujours une distorsion quil convient de limiter a un niveau acceptable.
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Le modée général d'un échantillonneur idéal

Le modéle général d'un échantillonneur idéal est :

x(t)»?» Xei(®)

dTe(t)

xei(t) = x(0) - Techre(t) = Te §¥x(t) d(t—nTe
n=

par convention on dit que Te =1, et que Xei(n) = Xei(NTe)

On peut assimiler théoriguement la suite idéale d'échantillons prélevés avec une
cadencefixefe= %e aun signal Xei(t) obtenu par la multiplication du signal analogique

X(t) par une fonction d'échantillonnage idéalisée:

L efonction peigne ("Unit Impulse Train" or "Sampling Function™)

% ¥
6i(t) = Tedre(t) = Te @ _d(t—nTg) :fl, 5 de-]
n=-¥ € n=-¥
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La Transforméede Fourier d'une suite de deltas

Latransformée de Fourier d'une fonction peigne est une fonction peigne,
e 1
de poidsfe= Te -

— o % Ny _ . ¥
F{dre®} = ~{ng¥ dit—¢)} =fedreld) =fe 2, df-kfo
Laforme de latransformée de Fourier X (f) = Xe(W/2p) devient :
¥
Xef) = X(f) * fe drelf) = fe A X(f —kfe)
k=—¥

Note: Une échantillonnage en temps implique une périodicité en fréquence.
En général, le spectre X (w) du signal échantilloné est notéentre—p £ w £ p.

et le spectre X(f) du signal échantilloné est noté entre —% EfE %

Demonstration : Par suite de Fourier : f(x) = a ap en2pfgx
n=-¥

¥ ¥ -

a d(t — nTe) = a an enwot Wo— %—

n=-¥ n=-¥ €

les coeficients sont determiné par I'integrale dans la periode [_Tze, T2e ].

1 Td2 _— 1

. jnw, _ 1

Donc : yg d(t—nTe):% ;5 Mot :% ;5 g N2p/Te t
n=-¥ € n=¥ € n=¥

oubien d(t—nTe) = Tle d(t) "2P/Tet (Rétard en phase par n .%r%)

¥ _1 % —~[a2pnTey - 1 ¥ 2pn
F{ ade-nta} =g a F{e®Ve} = a dw-T)
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ouenfavecfe:Te

Séance 3

— ¥ 1 % 2pn
o {n§¥d(t_nTe)} - Te n§¥ diw — Te )
1
F{ A dt-nb) =fe A df-nfd=fedeld
€ — ¥

n=-¥

n




Bruit de numérisation

Schéma de |' échantillonage

Spectre d'un échantillonneur idéal :
X()

Spectre du signal analogique :
X(f)

Spectre du signal apres échantillonnage (idéalise) :
Replié autour du fréquence de “ Nyquist” fn =

\ﬂ/\ﬂ/

—2 1y

l\)‘m
N
—

@

Séance 3
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Théoreme de Shannon

Un signal analogique x(t) ayant une largeur de bande finie limité a 2F hz ne peut étre

reconstitué exactement a partir de ses échantillons x(nDt) que s ceux-ci ont été

prélevés avec une période Te = fi £ 21F

Spectre du signal analogique :

A X0 X(f)

/,\ > — —+—>'
T

Pour que la répétition périodique de ce spectre ne déforme pas le motif répété, Il faut

et il suffit que la fréguence de répétition fe = -|:-Le (la fréguence d'échantillonnage) soit

égale ou supérieure a 2 fois la fréguence maximum F du signal.

F £ fn :fze
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Exemple:

Pour une sinusoide, Cos(2pfot), lafréquence d'échantillonnage minimale est deux

échantillons par cycle. Te= |2 = 211‘0 ou f= 21.'.e (Cycle/échantillon)

/N /TN /M
VA Ve

Soit une fréguence d'échantillonage fe,

Si lafréguence du signal, fo est supérieure a]c par Df :
c-ad: s fo= f26+thquueDf >0
aors, laséguence d'échantillons est assimilée a une suite de fréquence fgjastel que:
fe
falias= 2 — Df.

cad: Ep{ Cog( 2pt (1:2e + Df))} = Cos( 2pt (‘;e — D)

/DN /AN s
/S
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Rappel du modéleidéal d'un échantillonneur

Le modéle général d'un échantillonneur idéal Ex{} est :

Xei(t) = X() - Tedrelt) = Te ix(t) d(t—nTe
n=

par convention on dit que Te =1, et que Xei(n) = Xei(NTe)
_1_
Danscecasfe= T.= 1.
e

Latransformée de Fourier d'une fonction peigne est une fonction peigne,
e = L
depoidsfe = Te -

F{drat)} =F{ ni d(t —f”G)} = fe die(f) = fe :§_¥ d(f —k fe)

k

Laforme de latransformée de Fourier X (f) = Xg(w/2p) devient :
¥
Xe(f) = X(f) * fe delf) = fe @ X(f—kfe)
k=—¥
S Tez 1,
¥
Xe(f) =X(f) * dielf) = a X(f—kfe)
k=¥

Note: Une échantillonnage en temps implique une périodicité en fréquence.
En généra, le spectre X (w) du signal échantilloné est notéentre—p £ w £ p.

et le spectre X(f) du signal échantilloné est noté entre —% £EfE %
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Bruit d'Echantillonage

Soit fez-l:!-ez 1.

Xe(f) = X(f) * drelf) = g X(f —kfe)
k=—¥

Le"bruit" d'echantillonage est

fof2
Wp 2 QX2 df
fof2

fe/2
g ¥
=2 9 X (f —kfe)2 df
9 k=1
fo/2
Mais ceci est équivalent atout I'energie au deladefze
¥ ¥
Wp= 2 OXf)2df =2 OX(f2df
fe/2 fe/2

Exemple : Soit x(t) avec Tranformée X(f) =1 pour |f|£ Fmax
Si I'echantillonage est fait a Te = é tout energie entre fzeet Fmax devient bruit.

fo/2
Apres échantillonage, I'energiedu signal : Ws= 2 ()C)X(f)Z df

¥ Fmax
Energiedubruit  : Wp=2 OXef2df=2  OX()2 df
fol2 fol2

A X

> f
—Fmax —Fol2 Fel2 Fmax
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fol2
OX (f)2 df
Rapport x= Ws _ 0
app T Wn T Fmax
OX (f)2 df
fo/2

L'information d'un signal, x(t), est donc assimilé a sa variance,
sx2 = E{ (x()-nx )2}
Dans ce qui suit, nous suposons que a moyenne du signal, mx = ng = ny= 0.
Donc sx2 = Wy

La variance d'un signal est une caractéristique liée a la quantité de I'information
représentée.

Le rapport signal sur bruit est défini par
2
Xq= VWVf] = :‘;‘2 oll s¢2 est lavariance du signal S(t) et

sn2 est lavariance du bruit n(t)
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Filtre Anti-repliement

Afin d'éviter ce repliement de spectre, |l est indispensable d'introduire un préfiltrage du
signa analogique avant de procéder al'échantillonnage.

x(t) —>» g (t) %?—) Xe(nTe)

Lefiltre Anti-repliement (ou filtre de garde) parfait serait un filtre passe-bas idéal de

bande passante B = f26'. Tout filtre anti-repliement réel comporte une bande de

transition qui reporte la bande passante limite By au dela de la bande passante
effective.

A

___— Spectre Reel
/r — Spectre Idéel
/ >

—Frmax Fmax
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Quantification des Signaux

Soit un signal xe(nTe) de plage utile (Ie range dynamique) V.
Lesignal est décomposée en 2B = \é intervalles de largeur g, par

Xg(n) =M ax {(xe(nTe) —k-q) < O}

Pour une quantification de moyenne zéro, il faut éiminer le biais pare
Xq(n) = Max { (xe(nTe) —k-q + 3 <0}
K

Quantification Uniforme

Pour le suivant, nous laisserons Te = 1.
soit Xg(n) la quantification de xg(N).

La conversion analogique numérique implique une opération qui consiste a remplacer
la valeur exacte analogique de I'échantillon par |a plus proche valeur approximative
extraite d'un ensemblefini de valeurs discretes.

Chague nombre X, représente un ensembl e de val eurs anal ogiques contenues dans un

intervalle de largeur D appel é “ pas de quantification”. Lorsque la plage de conversion
est subdivisé en pas de quantifications égal, on parle de quantification uniforme.

Laloi de quantification la plus fréequemment utilisée est laloi uniforme (ou linéaire)
dans laguelle les pas de quantification Dj sont constants.
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Laquantification est définie par une opération de seuillage.
On cherche I'entier k,

Xg(n) = Mix {(xe(nTe) —k-q) <O}

AXq
3q
. Aé(
a X
>
—q
_2q
.4 _3q

Il sSagit d'une quantification par troncature.
Le bruit de quantification est la différence :

&g(N) = Xe(n) —Xq(Nn)

L e bruit de quantification ey est considéré comme un processus a éatoire.
|| possede une densité de probabilité p(e)

Pour une quantification uniforme, la densité de probabilité est uniforme

sur l'intervalle [0, q] avec p(e) =c11
A eq = Se — Sq
_______ qN - A eq A
q p(eg)
1
0 pleg)_g i
o T > 0 q

Une valeur moyenne ny * 0 indique la présence d' un biais systématique.
Si on applique le seuillage axg(t) +% on obtient quantification par arrondi
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Quantification par arrondi :

Soit un signal xe(nTe) de plage utile (Ie range dynamique) V.
Pour le suivant, nous laisserons Te = 1.

Lesignal est décomposéeen 2B =  intervalles delargeur g, par

o<

o) = M (xlfTe) <k + 3<0)

3QA //
Xq /,
2q P
//
q P
//
y >» s
// _q
Vs
// _2q
_3q

Pour une quantifiaction uniforme, la densité de probabilité est uniforme pley) = é

Pour les valeurs quantifiées par arrondi, my = 0.

Aeq:Se_Sq A
_____ o i G (eq)
NN [V Ly
MR ARRRIE
2 2 2

m=0 Lavariancereste s2 = 112q2

Soit un signal x(n), L'effet de la quantification est mesuré par :
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Ty

x(n)—T>» Re-Quant{s(n)} [—>

e(n)
L'erreur est : e(n) = x(n) —XN)
. N-1
Sonenergieest W = aoe(n)2 dt
n=
Son valeur moyenne est Samoyenne est
Q2
m=E{p(e)} = Op(e) -ede =
CORIC
92 2 2 o2
_ 81, - 11,1 110 95 o-
= q§2q. ede = CI.2e2 /_2(;//2 =9 (g —2)¥#=0

Savariance est s2 = 112q2

g2
2: o . 2
2= E(p(@)} =_ Op(@ - (-2 do
¥ 11
- 81, .9 - 1.1, 031
—_q§2q. (e—2)2 de) = q 3(e 2)3 /%/2
1

Lerapport signal sur bruit de quantification est défini par
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Ws
Xg= Wn
. N2
L'energie Ws(N1, N2) = a s(n).
n=N1

Si on suppose que E{s} =0, lavariance vaut |'energie moyenne.

_ 1 o1 Ne o
5 T NN S T NN (G
S E{ng} =0,
1 1 N
2 = = 2
>q N1—N2W N1—-N2 nlefq(n)'
Ws _ s&?

Dans ce cas, Xqg= Wn S

Donc, le rapport Signal-Bruit peut étre estimé par les densité de probabilite.

Par laformule précedent :

352 352
Xg= —» 12—
T g2 q
12
et en décibds

XqdB= 10 log10 Xq = 10 logio (12 ) =2-10 |Oglo( *) + 10 log10(12) dB

» 20 Iogloa +10.8dB

Si laplage utile V du signal est décomposée en 2B intervalles de largeur g,

Vo Ve 5 =
B =y 0 q=p0 lomofyjs) =10l0g10{28} +20logiof )

et donc laréduction en rapport Signal-bruit entrainée par la numérisation est
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Xqde= 10.8 +B 10Ioglo(2)—20loglo%x dB

Xqde= 6B+ 10.8 —20|og10%X dB

Ainsi, pour un convertisseur anal ogique-numérigue, ou B représente le nombre de bits
des valeurs de sortie, le rapport signal sur bruit de une quantification mesuré en
décibels varie linéairement avec B et augmente de 6 decibel avec chague bit
supplémentaire.
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M éhodes de conversion A/N

Méthodes Indirect : VCO

La vaeur de la tension du signal d’entrée est convertie en une fréquence par une
oscilateur commandé en tension. en anglais : Voltage Controlled Oscillateur (V CO).
Lafréquence est proportionnelle alatension.

Ensuite on compte le nombre de passage a zéro pendant DT.

Convertiseeur parallde. (Anglais“ Flash Converteur™).

Latension x(nDT) d’entréest comparéa 2B —1vaeursdutype: k ;Jo

déduite d' une tension de référence Uo.

Le résultat est traduite en mot binaire par un décodeur logique.

Ug (tension de référence)

|
§ R  2N-1 comparateurs

X(t)
§ R
>—> >
= Sortie
. numérigue
. décodeuf (codee
. Logique > SN
binaire)
=+
>—> —>
§ R
+
>—> —>

iR

Utiliser pour lavidéo, radar, etc.
Avantage : Rapide est smple. Inconvenance : Manque de précision.
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Approximation sucessive

Latension d’ entrée est comparé successivement a une succesion de 2B — 1 valeurs de
e . U
reférence pondéréees szNO :

C’ est un systeme bouclé qui inclut un convertisseur numerique-analogique :

)L Horloge et logique
+ de commande
- interne

; Sortie
= numérique

Yy °°° VH

Convertisseur :
N/A «<——— Tension de
Référence Ug
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Conversion Numérigue-analogique

Un convertisseur numeérique-analogique est un dispositif produisant une grandeur de
sortie y qui possede 2N valeurs distinctes. Il est aloi uniforme si ces valeurs sont
réguliérement réparties sur une plage de valeurs allant de zéro a2N - g selonlaloi :

y=q(dy 2B-1+dy2B-2+ .. +dp 20)
ou g est le pas de quantification.
Des interrupteurs commandés par les variables binaires dx (dk = O interrupteur ouvert,

dix= 1 interrupteur fermé) controlent |e passage de courants pondérés Ig/ 2N provenant
de source de cournat dépendant d’ une référence | g vers un point de sommation.

(DI)OIZ" dq

(D2 92| 1=dlg2+dolg/a + .. + dgl /2B
>

(D. E'O’ZBO dg |

Dans la pratique, tous les interrupteurs ne réagissent pas exactement au méme instant.
Il ne résulte des parasites de commutations (“Glitches’ en anglais) qui doivent étre
éliminés par filtrage.




