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La Transformée de Fourier Séance 2

Formuledu Jour : La Transformée de Fourier

¥
F{x(®)} =X(w)= _Qx(t) eJWt gt

Pourquoi "e" ?

)

Q=

"e" est labase tel que éex dx = ex (On note que : C)eax dx =
Qu'est ceque"e" signifie ?

e - Lim¥ {(1+ﬁ M =1+ 1+21I +?}, +.. =2.7182818284...
® T

2 (3
eX = Lim¥ {@+2) = 1+x+%,L +%,L + .= (2.7182818284..)X
el | |

O - 1oge U 0 LG LGP
= 1+(jx)2 +(jx)4 +(jé?6 + ... +jx+(jx)3 +MS + ...

2! 4! ! 3! 5!
2 4 6 3 5
= 1_(2)! +()A(,)! —()é)! + .. +jx—j(X3)! +j(X5)! —

Cos(x) +j Sin (x)

AvVec une exposante compl exe, elX prend laforme d'une oscillation :
Larelation dEuler : elX= Cos(x) +j Sin (x)

On note que:
dX+edX= Cosg(x) +j Sin (x) + Cos(x) —j Sin (X) = 2 Cos(x)

dX—edX =Cos(x) + Sin (xX) —Cos(x) +j Sin(X) = 2j Sin(x)

Rappel : pour un complexe
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z =A{z +jA{Z} = zr+jz =réd

=|z|dl =ré€i
=rcos(j)+jrsin(j) ]
j A{z}
r=|z]
] =arg{z]
> Az}
r=+z2+ z2 j =Arg{z}:Tan—1{§:r}

L'exponentielle Complexe est un angle dans la plane complexe :

&%= Cos(x) +j Sin (x)
dp/4 = 0.707 + .707

dp/2 = 0+
d3p/4 = _0.707 +j .707
dP = —1+j0

Note que:

2p 2
()= edny = (cosP) -j sin@P) )" = cos () 5 sin(r?)

Im

L'exponentielle Complexe, €@, est un retard en temps.

dwt ga = g(wt+a) = Cos(wt + a) +j Sin(w t + a)
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L e Convolution

d
© a)

t —> Transmission |—>»

Un systeme linéaire est modéliseé par saréponse a une impulsion, d(t).

di) —>  * f(0) —> (1)

Réponse Impulsionnelle: f(t) = f[d(t)].

Laréponse d'un systéme linéaire a une entrée x(t) est une superposition (une somme)
de réponses impulsionnelle amplifiées par les valeurs instantanées de x(t). Cette
opération est appelé le "Convolution" de x par f.

X)) = =+ f(t) —> y(t) =x * f(t)

L’ équation générale de la convolution est une somme de réponse impulsionnelle pour

lesréponses. Laconvolution est commutative.
¥ ¥
y(t) = x* f(t)= Ox(t=t) ft)dt = f* x(t) Ox(t) f(t=t)ck
—¥ —¥

La convolution est I’opération de traitement de signale la plus fondamentale. Elle
indique que la valeur du signal de sortie a I'instant t est obtenue par la sommation
(intégrale) pondérée des valeurs passees du signal d'excitation x(t). La fonction de
pondération est précisement laréponse impulsionnelle f(t).
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Convolution Numérigue

L es séquences apériodiques sont supposees d'exister avec valeurs nuls hors de leur
intervalle de définition.

Exemple : Considére les deux séquences numeériques apériodiques non-nul sur les
intervalles de duration Ny et Np.
Soit x(n) denon-nul pour n T [0, Nx-1] et f(n) denon-nul pour n1 [0, Np-1].

X(n) O£ n £ Nx-1,
f(n) O£ n £ Nj-1

Laconvolution apériodique de x(n) et f(n) est une produit scalaire pour chagque m

y(m) =x* f(m) = g x(yf(m-n) = g x(m=n)f(n)
n=-¥ n=¥

Ce produit est potentiellement non-nul sur un intervalle de durée Ny+Np-2.

NxtNh-2 NxtNh-2
y(m)=x* f(m) = a x(n)f(mn) = a x(m—n)f(n)
n=0 n=0

Lataille du résultat potentiellement non-nul est de Ny + N —1 échantillons.

Demonstration. La premiére valeur non nul est crée pour

n=0: x(m) non-nul pour 0 £ m £ Nx-1,
h(n-m) non-nul pour h(n) -NRp+1£ M £0

N=Nx+Np—21: x(n)non-nul pour O£ n £ Nx-1,

h(n-m) non-nul pour h(n) Nx —1 £ m£ Ny +Np-1
ie.(Nn-Np-1<m<n)
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La Transformée de Fourier

L'analyse harmonique d'un signal déterministe est I'instrument de base de la théorie et
du traitement du signal. Cette analyse harmonique, obtenue par la transformation de
Fourier, est une représentation spectrale des signaux. Elle exprime la répartition en
fréquence de I'amplitude et de la phase de I'énergie ou de la puissance d'un signal. I
existe plusieurs formulations de cette transformation :

Sortes de Transfor mées de Fourier

Transformée temps fréguence
TF continu continue
Transformée de Fourier infini infinie
classque

TFD discret discréte
Transformée de Fourier périodique périodique
Discréte

TFTD discret continue,
Transformée de Fourier fini périodique
en Temps Discrete

La Transformée de Fourier classique une outil d'analyse pour les fonctions.

Elle sagit d'un outil d'analyse "symbolique".
Elle est presque toujours calculée "alamain”.

La Transformée de Fourier Discréte sapplique aux séquences numeriques.
Elle est numérique et presque toujours calculer "par logiciel™.

Elle transforme une séquence x(n) de N échantillons,

aune seguence X (k) de N échantillons

La Transformée de Fourier en Temps Discréte une outil d'analyse des séquences
nuMériques.

Elle permet d'exprimer la"fonction de transfert” d'une convolution numeérique.

Elle décrit un filtre comme une suite des exponentiels.

Elle peut étrefait alamain pour les petites séquences, et par logiciel pour

les grandes séquences
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La Transformée de Fourier d'un signal continu

Soit x(t) un signal complexe déterministe.
Latransformée de Fourier est une fonction complexe de lavariable réellew = 2p f
définie par :
¥ .
F {x(®)} =X(w)= _é?x(t) eWt gt

Latransformeée inverse est donnée par :
¥ .
x(t) = F-Y X(w)} = _SX(W) Wt dw

La symétrie de ces formulations montre |'existence d'une dualité temps-fréquence

Convolution en temps est équivalent d'un produit en domaine Fourier.

N

yo=xpfon U Y(Ww) = X(w) Fw)

P

et par principe de dualité : y(t) = x(t) . f(t) U Y(w) = X(w) * F(w)

Condition d'existence :

Pour gu'une fonction x(t) possede une transformée de Fourier il faut et il suffit que:
* lafonction x(t) soit bornee.
* I'intégrale de x(t) entre —¥ et ¥ ait une valeur bornée.
* |es discontinuités de x(t) soient en nombre fini.

X(w) = & {x(t)} est unefonction COMPLEXE.

Xw) = AXM)} + JA{XW)} = [ X(w) el W)
= [ X(w) | cosj (W) +] [X(w) | sin( (w))

Lemodule | X(wW) | =VA{XW)}Z+j A{X(W)}2 est |le*“spectre d’ amplitude’.

L’argument j (w) =arg (X(w) =Arc Tan( A’% ) est e “ spectre de phase”.
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Quelqgues Exercices en Transformée de Fourier

Transformée de FOURIER du delta

Démontre que F{dt} =1 egFYdw} =1

Transformée de FOURIER du signal delta:
¥

a F{do:-= _¥éd(t) eWtg = eW0 = cos(0)+jSin(0)=1.

A

1

>t =
b) F-Y dw)} =_¥Od(w) M gw = &0 =Cos(0)+jSin(0)=1.

A

1

Sinus Cardinale - La Transfor mée Rect(t)

Calculer & {rect(t)}

Reponse : Rappel que € — € =2j sin(x)

2 : . : .
T rect(t)) - ]Joze—Jwtdt _ J\}v [e|w/2_ e—JW/Z] =sr\1,6\;\/2/2) _ Sné?f) & Sinc(f)

oubien 2 Sinc(;\llo) s w = 2pf
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& {rect(t)} = gr;o?_f) °  Sinc(f)

A rect(t) pf

t
> l I~ N | N |f)

(
¢
(
(

Transformée de FOURIER du Cosinus

Déterminer & { Cos(wg t) }

Réponse : La Transformée d'un cosinus de fréquence wg est une somme de 2
impulsionsenwg et - wg : dw - wg) + dw + wp)

FUY 5 (dw-wo)+ dw +wo)) )

NI

¥
_Q [d(w - wg) + dw + wg) ] elWt dt

¥
dw - wg) Wt dt + _;? dw + wg) dWt dt)

I
NI =
~
-Il<oooooo~ K

%( eWot + ejwot ) = cos (Wot)

-dw+wg) R d(w- wp) /‘A_\Cos(w t)
0]
bl -
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Transformée de FOURIER du Sinus

Déterminer & { Sin(wg t) }

Réponse:

La Transformée d'un sinus de fréquencewg

FY 5 (dw-wo)—dw +wo)))

¥
_Q [d(w - wg) — dw + wg) ] elWt dt

1
NI

¥
dw - wg) dWt dt — _Q dw + wg) Wt dt)

I
NI =
~
-Il<oooooo~ K

%( aWot — edWot) = Sin (wot)

T W 1
0 -
T LT
<

d'otl la notion de fréquence négative qui n‘a de sens que pour représenter des signaux
réels dans |'espace fréquence :
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Transformée de Fourier d'un signal numérique

La Transformeée de Fourier de Temps Discréte (TFTD) ou "DTFT" en Anglais.
est défini par :

¥ .
Fw) = @ f(m)eWwm
m=—¥

Intérét : Convolution en domaine "n" est équivalente d'un produit en domaine w

N

ym =xm* tn) U vw) =Xw) Fw)

N

y(n) =x(n) . f(n) U Y(w) = X(w) * F(w)
F(w) décrit I'effet sur chaque fréquence d'unefiltre f(n).
Exemple:
Soit laséquence f(n)= 121 pourn=-1,0,1
Fw)=1eWED 40Dt 1 Wl = o4 @W 4 @W = 24 2 cogw).

A

4

\E

-p 0 p
La TFDF est définie pour TOUS les valeurs de w.
Maisil est périodique, avec une période de 2p.
On utilisel'intervalle p < W E£ p

NI =

w = 2pf donc périodique entre —% <ff
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L e Sinus Cardinal d'une séguence numérigue

wy(n) est une fenétre rectangulaire ou fonction de porte (parfois appel € rectn(n))

I 1 0En<N
wyn(n) 2
N T 0O n<0etn® N
N-1 i N-1 N-1 ,
wWyw) = a wymn e = - W - 3 (edW)n
n=0 n=0 n=0

afin de simplifier I'algebre, on substitue : z = €W

. : ., N-1 N _
il nousfaut identité : a N = Z 1

n=0 z-1
Demonstration : a z' =(1+z1+2z2+..2N-1)
n=0
N_l n
zZ\a z ) =z(1+z21+ 22+ . AN-1)=(zZ1 + 22+ +zZN-1 + zN)

n=0

donc
N—1

N-1
a z'-z( a zn) =(1+z1+2z2+ . AN —(ZA+ 22+ . +2N-1+zN)
n=0 n=0

(1-2) ( r%_ol )= (1-2V)

donc % zZ'=

WN(Z) _ 1-— ZN _ ZN1//22 (Z—N/2 —_ ZN/Z) _ Z(N—l)/2 (Z—N/2 — ZN/Z)
1-z z (212 — 7112) (z1/2 712
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doncpourz =W = g2t

al 29an/2 _ e.j2pan/2) _ pfN-1)2 sin(pfN)
e’ 2onf/2_ e|2pnf/2) sn(pf)

Wi(f) = aiP(N-Df (

ou bien

Wy (w) = eWN-1)/4 W

Il s'agit de |’ équivalent numerique a sinc(pf) avec un décalage de(NZ_l)

Si on avez défini w(n) avec un nombre impair de coefficients, centré sur z&o :

I 1 -N/2En<N/2

WS e
pUis:
Wy(h) = (e(_cjj;':f//?é__ S » ::/';)/ -
A
N\ N o~y

| dempotence avec Convolution du Sinus Cardinale
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Lefait delimiter un signal aN échantillons est équivalent de multiplier par wy(n).

wy(n) est idempotent sur toute séquence numerique non-null sur [0, N—1]

X(n) = Xx(n) » w(n)
en domaine Fourier :
F { x(n) »wy(N} = X(w) * Wy(Ww).

L e spectre X (w) detout signal de duration fini, x(n), est convolu par Wy (w).
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Définition dela Transfor mée de Fourier Discréte

(TFD ou DFT en Anglais)

Définition : Soit une séquence de N échantillons x(n) pour nT [0, N—1]

1 .- 2pk -1
TFED{x(n)} = X(K) = I%llox(n) edn | = %.Ox(n) W,k
n= n=

LaTFD comprend des fréquence de k cycles sur N échantillons, k T [—2' : ';I 1]
TFD Inverse:
1 2pn N/2—
TFD-Y X(K)} =xp(n) = a X(k) elk l%l 2t X(k) Wy Nk
k——N/2
Intérét

Il existe des algorithmes qui permettent de calculer cette transformeée d’ une sequence
de N échantillons avec un codt de calcul N Logz N multiplications.

Ceci permet un filtrage rapide par multiplications dans |le domaine Fourier.
Si N est 2P, on peut utiliser I’ algorithme rapide (FFT) de Cooley - Tukey.
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I nterpretation en AlgebreLinéaire

Latransformeée de Fourier Discréte peut étre vue comme une transformation
linéaire appliqué au vecteur x(n) afin de rendre le vecteur X (k).
Leslignes de cette transformation sont |es complexes exponentiels.

X(kK) = F x(n)

. nk
F est une matrice avec les coefficients fxn = €721

e —ZDJ@ —2|OJO*1 e—ZDJM',::—'l) 9
§§8 i e—ZPJ'W' —ZPJLl e—Zlel ’,:,l_l —§§% H
(N-1)D LEN-1)B
_zpjﬁN_lLl _zpjﬁN_lLZ e—ZDJ(N 1)N(N 1)B

Note que les coefficient X (k) sont périodique en k avec période N.
Donc X(—N/2) = X(N/2), X(—N/2+1) = X(N/2+1), X(-1) = X(N-2) etc.
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Propriétésdela Transformation de Fourier

Propriétés de symétrie : (Parité)

s Xx(t) est réd :
Temps Fréguence
pair réel
impaire imaginaire
s X(w) estréd :
Temps Fréguence
réel pair
Imaginaire Impaire
Linéarité ax(t)+byt) U aX(w)+bYw)

Dualité avec convolution :

x(t)* y() U X(w) Y (W)
x(®) y@® U X(w)* Y(w)

Trandation (théoreme du retarde) :

X(t-to) U Xw) Wl
x(t) €Wl O X (w+wo)
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