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Notations
X Une variable
X Une valeur aléatoire (non-prévisible).
N L e nombre de valeurs possible pour x ou X
>@2 Un vecteur de D variables
®
X Un vecteur aléatoire (non-prévisible).

® ®
D Nombre de dimensionsde x ou X
E Une événement.
AB des classes d'événements.
Tk Laclasse k
k Indice d'une classe
K Nombre de classes
Wk L 'affirmation que Evennement E T Tk
Mg Nombre d'exemples de |a classe k.
M Nombre totale d'exemples de toutes | es classes

K
M= & Mg
k=1
h(x) Histogrammes des valeurs (x est entieres avec range limité)
hk(X) Histogramme des valeurs pour la class k.
K
h(x) = & hk(x)
k=1
Q Nombre de Cellules dans h(x). Q = ND
p(wk) =p(ET Tk) Probabilité que E est un membre de la classe k.
®
Y Lavaleur d'une observation (un vecteur aléatoire).
® ®

P(X) Densité de Probabilité pour X

® ® ® ®
p(X =x ) Probabilité g'un vecteur X prendre lavaleur x

® ®
P(X | wk) Densité de Probabilité pour X etant donné que w

K

® o ®
PX)=a p(X]|wk) p(wk)
k=1
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La Loi Normale (suite)

ans B
r®n: E{)_()} =9M2_ — QE{X2}+

€ Un g %E{X n} B

Pour D dimensions, |a covariance entre les variables xj et Xj est estimée a partir
®
de M observations { X m}

<

Sij2 © E{ (Xi—E{X})(Xj~E(XD} = & (Xim = m0m = 1) )
m=

Ces coefficients composent une matrice de covariance. C

® ® ® @7 ® ® _® ® T
Cx® H[X-MX-M} =E(X -E{X})(X-EX})}

2 2 2 .

%5112 3122 8102 o)

C. © 9 S21 Soo ... S2p .
X .
e SD12 SD22 SDD2 1%}

®
Dans le cas d'un vecteur de propriétés, X, laloi normale prend laforme::

19 ® T _1,® ®
-2(X =M C "X -m)
p&):M)@%; FDT],CX)= Dl 1 e ’

(2p)2det(Cx)2

=

m X2

D 1
Leterme (2p) 2 det(Cx)2 est un facteur de normalisation.
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Forme en Algebre Linéaire

® ®
Soit les événements E décrit par une vecteur de caractéristiques X : (E,X).
Soit une ensemble aléatoire de M événements avec leurs caractéristiques.

®
Cet ensemble est dit I'ensemble d'entrainement (training set) { Xm}

Pour un vecteur de D caractéristiques :

_ {X2}
1 emd  E&Xpd

NG {X1} g
= th_

_ ® @ ® ® ®
Soit V=X-EX} =X-mM
® @7 ® ® ® @71
Cx® E{V V }H[X-MX-Mm}

Ceci peut etre exprimé en forme de matrice.

@ ® ®
SOoit Vim= Xm— M

®
On peut faire une matrix V compose de M colones {Vm}

%V]_]_ Vi ... Vim O
e g Ve v
eVDl Vp2 ... VDM‘G
N
CXOVVT:,\. e o o o o o o .,eo .. .u
I I = SR
¢ 1ol
e. .. :H

|
(DCD> (DOD~
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] ° [ ] °
I -

Cx °V V' estDxD. NotequeCm= V'V estdetalleM x M.
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Transformations Linéaire

La transformation linéaire d'une loi normale e une loi normale. Les moments
d’ une transformation linéaire sont les transformations linéaires des moments.

a1 g aetosal) g

¢ Dx2 +_ ¢ cosf@) +

® ®
Soit un vecteur unitaire R = tel que ||R || =1.

&Dxn @ &cos(ap) B
®
La projection (transformation linéaire) de X sur y est

® ®
y=R' X.

Pour la covariance :

sy2° E{(R" V)(R' W)}
- ER V)V R) car (R' V) =(V' R
- ER (VV)R

® ® ® ® ®
R E{VV}R=R CR

La projection de la covariance est la covariance de |a projection.
. . ; ®T
L a projection de la moyenne et la covariance sur un axe, R donne une moyenne ny,

®
et variance, sy2 dansladirection R.

®T ® ® ®
ny =R N, sy2 =R CxR

p(y) = Niy; R" m, R' CxR") = Niy: ny, 5y2)

L es moments d'une projection sont les projections des moments.

T

my = E(p(y)} = R mx sy2 = E{(p(y)-m)(p(y)-m)} =R’ CxR
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Fonctions de Discrimination

La classification est un processus d'estimation de |'appartenance d'un événement a
®
une desclasses Ak  fondée sur les caractéristiques de I'événement, X.

X] —

X9 — gl — -
2 Class(xq,Xp, ..., Xg)}

=>

Xg —=

Wk = Classer(E) = Decider(ET Ag)
Wk est laproposition que (ET wg).
Lafonction de classification est composeée de deux parties d() et gk():
W= d(g(X)).

®
g(X) :  Unefonction de discrimination : RP ® RK
d() : Une fonction de décision: RK ® {wg}

Discrimination

g()%) :  Une fonction de discrimination est une fonction RD ® RK
F(x) 0
® ® =
g(X) = C92(X) =
o
K(X)D
Etant donnée )(? , pour chague k il existe une valeur de probabilité p(wg | X)

P(X W)
P(X)

p(wk | X) = p(WK)
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Dans le cas général la nombre minimum d'erreur est fait si wk est choisi tel que

®
k = arg-max{ g(X)} = arg-max{p(wk | X) } = arg-max{ W P(Wk)}

k k k P(X)
®
mais, comme P(X) est constant pour tous K,

k = arg-mix{ (P(gjr{( lwk) p(Wik)}

: ® ® ®
Il suffit de I'evaluer P(X|wk), pour X=x

Dans cette forme la classificateur est une machine qui calcule K fonctions gk(>(R<) )
suivie d'une sélection du maximum.

1
x1 g
X2
. _\—> —>
. 92 Max
Xn :
gK

Fonctions classiques :

PX|wi) = N(X; Mk ,Ck)

ou encore

® cl,\l N@ ®
PXlwk) = a anN(X; Mkn ,Ckn)
n=1
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Simplification de la fonction de Discrimination

Soit D=1, avec

_(x—K)?
P(X=x [ wk) = MX; Mk, Sk2) :\/ﬁjlsk e 2sK2

Donc notre fonction de discrimination devient :

_(x=my)?
e 2si?

gk(X) = p(wk) V2psk

On peut noter que k = arg-max{gk(X)} = arg-max{Log{gk(X)}}
k Wk

parce que Log{} est une fonction monotone.

(x—k)2
R 1  25K2
k =arg m?(x{Log{ N € <k} +Log{p(wk)} }

(x—mk)2
. 1  25K2
k =arg mix{Log{ N } +Log{€ <5k } + Log{p(wk)} }

-m)2
k= argrmax{ -LogVZp sk} — .+ Log{p(wi)} )
Kk Sk
(x=k)2

k= arg-mix{—Log{Sk} = 052 + Log{ p(wk)} }
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Classification pour K>2etD > 1.

Dansle cas général, il y aD caractéristique.

ak(X ) = p(wi | X ) p(wi)

Et leregle de décision est :

/\ o e ® ®
Wi . s " jti gi(X) >gji(X)

Dans cette forme le classificateur est une machine qui calcule K fonctions gk(% )
suivie d'une sélection du maximum.

Lafonction de discrimination est : gk()@Z) = p()®< | wk ) p(wk)

On sélection la classe wi pour laquelle arg-max{ gk()@z )}
k

par regle de Bayes :
® ®
arg-mix{p(WkIX )} = k= arg-mix{ P(X | wk ) p(wk) }

= argrman{ Log p(X | Wk )} + Log{ p(wk)}

Si les caractéristiques suivent une densité Normale :

p(X |wk) =N(XX , Mk Cy)

e X - My'oTX -
1

® 3 1
Log{ p(X | wk )} = Log{ D }

(2p)2det(Cy)2

® D 1 1.6 . 1. -18 @
Log{p(X [wk)} =—7% Log{2p} —5 Log{det(Ck)} —2(X—1k) Ck "(X—-1Tk)
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D N .
Onenoteque —5 Log{2p} peut étre eliminé parce qu'il est constant pour tout k.

Lafonction de discrimination devient :

ok(X)=—3 Log{det(CK)} —3(X — Mk) "Gk (X — Mk ) + Log{ p(wi)}

Les classifiers Bayesiennes sont définies par les variations de cette formule.
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Forme Canonique de la fonction de discrimination

Ladécision w est celle qui donne un maximum pour
® 1® ® T _ -1 ® 1
Ok(X) = =2(X=1Mk) Ck "(X-Mk)+3 Log{det(Cx)} + Log{p(wk)}

U ® ® T -1 ®
On peut réécrire (X —ITx) Ck " (X — Mk ) comme

® ® 10 @ T _ _1® @ T _1®

XC X = X otm-mdcc X+ meact my

-1 L ® -1® ® T -
OnnotequeCk ~ est symétrique, etdonc X Cx Mk =Nk Ck X

® _1® ® _1® ® _ ® _1® ®
Donc — X Ck M—MK'C X =2 (MG Y X =2 (Cm)’ X

®
On peut réécrire gk(X) comme

a(X)=X (0 X+(Ci Y X- 30Tk G MY = Log{ det(Cid} +L ogf p(wid})
ou bien

T®

® ®T ® ®
ok(X) = X (Dk) X +dk X + dko.

avec Dk = % Ck—1
® _1®
dk =Ck Nk
1.0 1T -1@ 1
dko=—5(IMk Ck "Mk) —5 Log{det(Ck)} + Log{p(wk)}

Cette fonction est composee de trois termes :

. ®T ®
une terme quadratique X (Dk) X,
® ®
unetermelinéaire: d kT X
et une terme constant : dko
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Bruit et Choix de la Fonction de Discrimination

®
Comment choisir lafonction pour P(X|wk)?

Les caractéristiques X de |I'événement E sont aléatoires avec une dispersion due aux
variations naturelles de sa classe.

Ceci est modélisé par une variable aléatoire Bk autours d'une valeur "type" xk. La
valeur type est spécifique ala classe.

X =Xk + Bk
Chague observation d'un événement corrompu par une bruit d'observation.
Y =xk + Bk + Bog

Bo est souvent Normale, avec moyenne 0 et variance s 2.
On dit que lavariance so2 est la précision de la capteur.
Cette bruit ne depend pas de la classe.

Dans ce cas, on observe 'Y avec

1 (y-m)?
p(Y=y |wg) = M y: Nk, SK2 + 302) = \/Zj-sk e 2 (Sk2+302)

et
_ Cy-mg2
k= arg-miX{—LOQ{ Sk2+So? } “o(s2+sg) | HO9PWIY )
= arg-max{—Log{sk} — _=mg2 + Log{ p(wk)} }
K 2(Sk?+s0?)

La conception d'un classifier dépend de la choix de caractéristiques, X et du bruit
observé sur ses caractéristiques :
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® ® ® ®
Donc Y= Xk+Bk +Bo
ou
X k Est laforme type (moyenne) de laclasse k

®

Bk : Lesvariations aléatoires intra-classe.
Elle est spécifiques a chague classe et chaque individus.
Elles n'est change pas entre observations.

®

Bo: Les variations aléatoires des observations.
Elles est indépendantes de la classe et de I'individu.
Elles changent avec les observations.

® ®
Selon lanature de Bk, Bo et de p(wk) on peut faire certaines simplifications.

par exemple:

. ® ® e e g
Si Bo>> Bk on peut trouver que " wk : Ckx » C : On aune classifier linéaire.

Si"ij sij2 =s2 C : Onaladétecteur optimale utilisé en communication hz.
Exemples de caractéristiques : X

1) Les échantillons d'un signal : x(n) pour n1 [ 1, N]

2) Les caractéristiques d'un individu : [hauteur, poids, yeux, cheveux etc. ]

3) Les caractéristiques géométriques d'un objet : Hauteur, largeur, nombre de
faces, etc.
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Formes Quadratique

®
Dansle casle plus général, on ne fait aucune hypothese sur Bk et Bg
Danscecas, " wk, Ck est arbitraire.

La surface de décision est une fonction quadrique en D dimensions.
(une hyper quadriques)

Elle peut étre les hyperplans, hyper-sphéres, hyper-ellipsoides, hyper-parabal oides,
ou les hyperhyperboloides.

Par exemples, en 2D (D=2) quand K = 2.
Hyper-sphére : 1
Pour k = 1, 2 Ci = sk2| Q o2
et det{ C1} > det{ C2}

Hyper-éllipsoide :

24 22
Pour k = 1, 2 sx12> sx22 1
&  det{Cy} > det{Cp) O 0?
24 22
<
22
Z1
Hyper-hyperboloides :
1
- >
b2 2
Z1

Hyper-paraboloide :
Pour k = 1, 2 Sx1k=12 >> Sx1k=22
et Sx2k=12 > Sx2k=22
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Hyperplanes.

® ®
M=Np et C1<<C2
avecs11=S22 et s12=s21=0.

Une hypershere. 2
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Cas des classes avec moyennes égales.

+ AT

+ /0 +

O
YR
>
X%/
4+ \O ><|:| +
O
+

Supposons que nous avons K classes tel que
® ®
"i,j; M=M et det(Cj)* det(Cj).

®
Comment peut on decider la classe d'un evennement (E, X) ?

® ®T ® ® T®
ok(X) = X (Dk) X +dk X +dko.

1) Dk=5 Ck_l est discriminant.

® -1® -1 ~ e .
2) dk =Ck Mk =Ck "M peut étre élimine.

10 T 18 s
3) dko= — Mk Ck "Mk + Log{p(wk)} est reduit a

1®7 1@
dko=—5 MCk "M + Log{p(wk)}
Il sagit d'un biais pour chagque classe
® ®T, 1 -1 ®
donc: gk(X) = X (5Ck ) X + Log{p(wk)}

L es surfaces de décisions entre classes i et j sont les hyper-surfaces

telles que gi(g() — gj(%z O sont les hyper surfaces.
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