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Coordonnées et Transformations Homogenes Séance 1

Coordonnées Homogéenes en Notation Tensorielle

L es coordonnées homogenes repose sur une notation dans laquelle les vecteursen N

dimensions sont représentées par un vecteur en N+1 dimensions.

L es coordonnées homogénes sont un outil de base en vision, en robotique et en
synthese d'images.

Exemple : un point
Soit un plan Euclidienne en RZ composé de points,
® L
En notation classique, un point est un vecteur : P = 35%8
o &0

En notation homogéne, un point est un vecteur P = %y~

1]

En coordonnées homogenes, les points sont invariant au multiplication par un
constant.

(i,j, 1)T =a'(i1j’ 1)T = (a|1 aj! a)T

&0 o
Onnoteque"a b: a%y> =b%~
P &l

Vecteur et Matrice en Notation Tensorielle

®
En notation tensorielle, lasigne™ " est remplace par un indice en

super-scripte ou sous-scripte.  Une super-scripte signifie un vecteur colonne.
Par exemple, le point est indiqué par un vecteur p!

Pl
Pi= Qp2+

%

une sous-scripte indique un vecteur ligne
Par exemple, la droite est indiquée par |le vecteur ; :

Li = (1, 12, 13)

Une matrice est une ligne de vecteurs (ou une vecteurs de lignes).

1 1 1..
. &1m Mg
m3 m3 m39
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L e produit d'un vecteur avec une indice en super scripte et une vecteur avec le
méme indice en sous-scripte signifie une produit scalaire. Ceci est fait par une
sommation implicite desindices. (La Convention de Sommation d'Einstein).
Donc, e produit indique une annulation des souscriptes et superscriptes.

LiP =l1pl +12 p2 +I3p3
Cette sommation et commutative

LiPl =PiL;
Pour la produit d'une matrice et une vecteur, ceci donne une nouvelle vecteur.

Pl = M pi

Ceci représent une tranformation du repére "i" vers le repere "j".

L'équation d'une droite

Dans un plan Euclidienne en R2, en notation "classique”, une droite est définie par
une équation

ax+by+x=0.

On peut exprimer cette équation comme la produit de deux vecteurs :

® ®
L-P=0
® o &o
ouL=(@bc) et P=%"
15

En notation tensorielle, cette equation est exprime :
LiPP=0 aveci=l,?2,3.

Lasommation desindices est implicites.
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L e produit Croisé

Une droite est définie par deux points. Un point est défini par le croisement de
deux droites. Il y a une dualité parfaite entre les points et les droites.

Ennotation classique, ax+by+c=0
le maniére de déterminer la droite pour deux points est :

ou a=(y1—Yy2) b= (X—X1)
= —(axq+ b y1) = =x1(y1-y2) —y1(Xo—Xq)
=—=X1Y1+X1y2—-y1Xoty1Xq
= X1Y2—-Y1Xo

Ladroiteest X (yo—Yy1) +Y (X1—X9) —X1Yy2+Yy1Xy =0

Ceci peut étre calculé par la déterminante, avec les variables libres dans le premier
colonne:

X X1 X2
‘ yyiy2 ‘ X(y1—y2) + xa(y2-y) +x2(y —y1)=0

111
= X(y1-y2) +Yy(x2—X1) + X1y2—x2y1=0
Il sagit d'une méthode générale de déterminer les paramétres d’ une équation

linéaire a partir des contraintes. Ca marche aussi pour trouver la point
d'intersection de deux lignes.

On peut, également, écrire la déterminante comme un produit croise.

B o e 20 -1 Yig X2 e YIV2 5
LT=%" = P1xP, = §1 0 —X17 %27 = ¢ Xox1 ~
& E—yi1x1 0 2815  &1yrxoy1p

En notation tensorielle, le déterminant et fait par I opérateur tensorielle Ejjk et
Eijk. Cette opérateur signifie une evaluation des indices pour une déterminant.

Exemplel Ladroite L est définit par les points Pi et Qk:

Li= ElePJQk
Pour
LB @
P = IOT‘IOp‘et = To= g
% &1 5 3% €1 5
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Coordonnées et Transformations Homogenes
i =1, ijk-ikj =123-132: 11 =p293 - p3¢2
i =2, ijk-ikj =231-213: lo=p3qgl - plgs
i =3, ijk-ikj =312-321: I3=plg2-p2q9l

etsip3=1et g3 =1 alorsnousretrouvons notre forme:

P R
Pl= 62 e Q= %%
&1y €15

i =1, ijk-ikj = 123-132: 13 =p2¢3 - p3q2=p2 — 2
i =2, ijk-ikj = 231-213: lp=p3ql - plg3=pl —ql
i =3, ijk-ikj =312-321: I3=plq2— p2gl

Séance 1
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I nter section de deux droites
Pour le calcul d'un point d'intersection de deux droites.

soit deux droites: L: ax +by+c=0et M:dx+ey +f=0.

. . . ® ®
En notation classique: SoitL=(abc) e¢ M=(def)

o , _ bf—ce _ cd—f
Le point d'intersection est X = cabd Y = sebd
Pour |le demontrer :

—cet')
® ® ® 20 —C by Ay aDdf—cey bd—=
P=LxM= ¢c 0 -a % = ¢cdaf* = (Cedaf—+

&-b a 0p&fy  Eebds bda

1

Un point est I'intérsection d'une infini de droites. Soit deux droits

Soit deux droites (a, b, c) et (d, e, f). soit une droit "libre" u-x + vy +w = 0.

uv w
‘ abec = u(bf-ce) + v(cd-af) + w(ae-bd)=0
de f

bi bf—ce N cd—af rw=0= N N

ou bien u - bd V' apd TWE0=uUuXx+vy+w
_ bf—ce _ cd—af a

donc X = 2e-bd = 2ebd et 1=1.

En notation Tensorielle, nous avons |’ opérateur tensorielle Eijk

Ona Pi= EiKLj M

Pour

L

aénl

5
Li= 92 = e Mk= ¢m2*

4%

6md

i =1, ijk-ikj =123-132: pl=lomz—-Izmy
i =2, ijk-ikj =231-213: p2=Izm1—I1m3
i =3, ijk-ikj =312-321: p3=Il1mo—Ilom

Séance 1
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Transformations en Coordonnées Homogenes.

L es coordonnés homogeénes fournissent une notation uniforme pour les
transformations.

Par exemple, les transformations dans un plan sont décrites par une matrice
homogene 3 x 3.

Transformations d'images

&, T

Image Source Image Destination

Pour chague pixel de I'image de destination (Xq, yd), on calcule
une position (Xs, ¥s) dans I'image de la source.

P°= M3 P®

1 M1 ml
$lo 8" M MG s
ou 2 = 8m1 M2 M3+ Syd-

&35 m3 m3 m30 €15
1 2
Xs = %3 Ys = %3
Xso PP
ou Ss = Sp2p3
&1 & 1 5

Ensuite lanouvelle valeur de
pixel destination, P?, est calculé en fonction du voisinage de la position source.

&Y
MAIS, P°= %%/sj n'est pas des entier!
lo

Quelle valeur faut-il prendre pour les pixels?
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Pour chaque pixel du destination, (Xd, yd) on calcul le position du source, (Xs, Ys).
Ensuite, on détermine une valeur par interpolation avec les pixels voisins.

v ™

/e

D N
3 L/
ya Y D
.Y <P

Il existe plusieurs fonctions d'interpolation.

Ordre zéro : Plus proche voisin.
Ordre unité : intérpolation linéaire et "bi-linéaire"
Ordretrois: Spline cubic.

Inter polation d'ordre zéro

Pour les images Binaire, on peut fair que |'ordre zéro.
Lavaleur de p(i2, j2) déterminer par arrondis de p(i1, j1).

Surface de Décision -------
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Interpolation Linéaire

Interpolation Linéaire en 1-D. soit igg X £1i o+l

A p()
> |
o X ig+1
A partir del'origine: p(x) = p(0) + my x
A partire de deux points igetiptl:
pente : My © gl)? = =p(i+1) —p(i)
P(x) = (x=o) Mx + p(io)

Interpolation Linéaire en 2D

p(xy) 7 7

Ploio) PigtLio)
X

DP ) ) .
Mx®  px = p(iot+l, jo) —p(io, jo)

DP .. ..
my © W =p(io, jot1) —p(io, jo)

donc P(X,Yy) =My -(x—o) + My - (Y—o) + P(io: jo)
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Interpolation Bi-lineaire

A Plolo™  p(ig+Ligt)
Pligio) Plig+Lp)
/

Forme Bilinéaire : Hyperbolic Paraboloide
p(x,y)=ax+by+cxy+d.

Une interpolation linéaire en "y" de deux interpolations linaire en "x".

Dérivation :
p(X1 O) = p(O, O) +X- (p(]-’ 0) - p(O, O))
p(X1 1) = p(O, 1) +X- (p(l! 1) - p(O, 1))
p(x, y) =p(x, 0) +y - (p(x, 1) —p(x, 0))

=p(0, 0) +x - (p(1, 0) — p(0, 0))
+y - (p(0,1) +x - (p(1, 1) —p(0, 1)))
=Yy - (p(0, 0) +x - (p(1, 0) — p(0, 0)))

=p(0, 0) +x - (p(1, 0) —p(0, 0)) +y - (p(0, 1) —p(0, 0))
+X -y - (p(1, 1) —p(0, 1) — p(1, 0) + p(0, 0))

Pour le point ig, jo, remplace: O@® io, 1® i, X® (X—lig),Y® (Y—1o)
DP . . o
a®my= o =plotl jo) —P(io Jo)
o _bp . .
bemy=p =p(o jo+1) —plio jo)
C © mxy=p(iotl, jo) + Plio, jot1) 4(io, jo) —P(iotl, jot1)
d= p(io jo)

P(X,y) =a-(x—Hg) + b- (yHo) + ¢+ (X-ig): (YHo) + plio jo)
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Translation en Coordonnées Homogeénes.

X2 = X1 + ty,
y2=y1+ty

r—l-f—l-
X

&IIO
P

te)
<
N
1
Q- -0

=0 0
¢0 0
€0 01

@O O R
=< X

En notation tensorielle:
AP" pour A,B=1,2, 3.
Donc TR est une transformation du repére A vers e repére B.

Les indices permet de noter les reperes.

Rotation

(Repére main droite, rotation sens trigonométrique)

X2 = Cos(q) X1+ Sin(q) y1,

y2 = Sin(q) X1 — Cos(q)y1

2X2  2C0s(q) Sin(g) OgeX1g

¢yor =¢-Sin(g) Cos(q) 07¢y1~

€1 & O 0 15815
Quand le repére tourne dans le sanse "q", le vecteur est tourner dans le sense —q
Translation et Rotation en Coordonnées Homogeénes.

x2 = Cos(q) x1 + Sin(q) y1 + tx
x2 = Sin(g) x1—Cos(q) y1 + ty

&X2  2C0s(0) SIn(0) txs £X1s

¢y2r =¢-Sin(g) Cos(q) ty” Sy1~

€15 & O 0 15&15
Ceci modélise larotation, suivi de latranslation.

En tensorielle, P? =R} PA
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Transformations d'échelle, rotation et translation

Une transformation de similitude d'une image est définie par
une rotation, une translation, et un changement de taille des axes.

Soit un changement d'échelle st et sy des axes x1 et y1 (repere source)
suivi d'une rotation de le repéere d'angle q dans | e plan de I'image source,
suivi d'une translation ty, ty sexprimes dans le repere de la destination.

Ces parametres donne une transformation (sx, sy, d, tx, ty ) de
1) Un changement d'échelle des axes, puis
2) Une rotation des axes, puis
3) Une trandlation.

2Sx Cos(g) sy Sin(q) txy xX1g
= ¢-sxSin(g) sy Cos(q) ty™ Sy17
&€ 0 0 1 €15

ou hien

x2 = $xCos(q) x1 + sy Sin(Q)y1 + tx,
y2 = sySin(q) x1 —sx Cos(g)y1 + ty
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Homographie entre deux plans

La projection d'un plan vers un autre plan est une transformation projective entre
deux plans. Cette transformation sappele une "homographie.
L'homographie est bijective.

Elle est bijective est facile a estimate et de "recetifié.

Q° = HY
En notation "classique”.

&V XBg KAD eM11 M12 m13('_j XKAG
W ygT = HY Sa® = $m21 mz mo3~ Gyu*
& W o &1y gm31 m3> M33s &1

y WXB - M1 XA+ M2 yA + mi13

B~ w T m3rXxa+ mapya+ ma3

_ WyB _ mM21 XA+ M22 YA + M23

Y8 T w7 ma3ixa+ maya+ ma3

En notation "tensorielle"

Q® = HE P
8L Hls  adihzhig pls
2" = HR 2 = ghihihi: o
&35 &% ghg h3hg &3%
_at _ o
XB = C|3 yB = C|3
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Rectification de I'Image d'un plan.

La projection d'un plan 2D dans un scéne 3D vers le retine 2D d'un caméra est une
homographie. Elle est bijective est facile a"corriger".

Ceci ades nombreuse applications. Par exemple, I'image d'un tableau blanc peut
étre "rectifi€" par I'nomographie inverse.

HE = (H®)™

\
\

Dansle scéne Dans I'image (source) L'image Rectifié
(destination)

Pour chague pixel de I'image destination, on calcul son position dans I'image source.
Q> = H3 PP pourS,D=1,2,3.

Ensuite Pour chaque pixel PP on détermine la valeur de la pixel au position

*so AUy
Cys ™ =%2/q3*
€1y &1 o
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Estimation et Rectification par Homographie

Séance 1

La Homographie peut étre déterminer par observation des 4 coins d'un carré.

R, //ij\

S S
R. Source R L
2 3 Destination

Soit les qautre coins, k=1, 2, 3, 4 de I'image dans repere destination :

aé)o pl pz p30
PR = gpo p1 pz p3—

po p1 pz p3

On dit qu'ils corresponde au sommets de |'image source

Ry =

®00g
=
ROPR
o)
OO
Q- IO

On note RP = HS PR
Le 3 x 3 matriceinconnu, HS a9 coefficients.

Parce que H3 est en coordonées homogénes, on peut fixer H3 = 1.

Il nous reste 8 coéfficients a estimer.

Donc:

b RL/RE = HS PR /H
e RJ/R =H3 R /H

P R H3 PR =Ri Hp
R H3 PR = R HB FR

P R HS P - Rg Hp B =0
Rk H3 PR — Rk HB PR =0

Ceci donne deux équations (S=1, 2) pour chaque coin (k=1,2,3,4) , donc 8
equations pour les 8 inconnues du H5. L'equation pour S =3 n'est pas indépendant

deS=1et S=2.
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Ensuite

Pour chaque pixel, P :
SetPixel (Destination, P°)= BiLinear_Interpolate(Source, ( HS P°) );
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