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Coordonnées Homogéenes en Notation Tensorielle

L es coordonnées homogenes repose sur une notation dans laquelle les vecteursen N
dimensions sont représentées par un vecteur en N+1 dimensions.

L es coordonnées homogénes sont un outil de base en vision, en robotique et en
synthese d'images.

Exemple : un point
Soit un plan Euclidienne en RZ composé de points,

® ..
En notation classique, un point est un vecteur : P = 35%8

o &o
En notation homogene, un point est un vecteur P =%~
2
&Ko o
Onnoteque” a, b: a%y> =b&~
go  €&lp

Xo  BXo  oX& Ko
démonstration  a%® = Say® = Cay/a =9y
&ly &ap e&alp &g

Vecteur et Matrice en Notation Tensorielle

®
En notation tensorielle, lasigne™ " est remplacé par un indice en

super-scripte ou sous-scripte.  Une super-scripte signifie un vecteur colonne.
Par exemple, le point est indiqué par un vecteur p!

- Pl
pi= Qp2+

&3

une sous-scripte indigue un vecteur ligne
Par exemple, la droite est indiquée par |le vecteur j :

Li = (l1, 12, 13)

Une matrice est une ligne de vecteurs (ou une vecteurs de lignes).

1 1 1..
o &M o
m3 m3 m39
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L e produit d'un vecteur avec une indice en super scripte et une vecteur avec le
méme indice en sous-scripte signifie une produit scalaire. Ceci est fait par une
sommation implicite desindices. (La Convention de Sommation d'Einstein).
Donc, e produit indique une annulation des souscriptes et superscriptes.

LiP =l1pl +12 p2 +I3p3
Cette sommation et commutative

LiPl =PiL;
Pour la produit d'une matrice et une vecteur, ceci donne une nouvelle vecteur.

Pl = M pi

Ceci représent une tranformation du repére "i" vers le repere "j".

L'équation d'une droite

Dans un plan Euclidienne en R2, en notation "classique”, une droite est définie par
une éguation

ax+by+x=0.

On peut exprimer cette équation comme la produit de deux vecteurs :

® ®
L-P =0
® o &b
ouL=(abc) et P=9%~
&1y

En notation tensorielle, cette equation est exprimé :
LiPi=0 aveci=1,2, 3.

La sommation des indices est implicites.
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L e produit Croisé

Une droite est définie par deux points. Un point est défini par le croisement de
deux droites. Il y aune dualité parfaite entre les points et les droites.

En notation classique, ax+by+c=0
le maniére de déterminer la droite pour deux points est :

ou a=(Y1—-Y2) b= (xg—X1)
c= —(axyt b y1) =—x1(y1-y2) - y1(Xo—Xy)
= —X1Yy1+X1y2—Y1XotYy1Xq
= X1Y2—-Y1Xy

Ladroiteest X (yo—Yy1) +Y (X1—X9) —X1Yy2+Yy1Xs =0

Ceci peut étre calculé par la déterminante, avec les variables libres dans le premier
colonne:

yyiy2
111

X X1 X2
X(y1-y2) +x1(y2-y) + x2(y —y1)=0
= X(Y1-y2) +Yy(X2—X1) + X1y2—x2y1=0
Il sagit d'une méthode générale de déterminer les paramétres d’ une équation
linéaire a partir des contraintes. Ca marche aussi pour trouver la point
d'intersection de deux lignes.

On peut, également, écrire la déterminante comme un produit croisé.

B o e 20 -1 VYisg X & YIV2 5
LT=6" =Pyx P, = ¢ 1 0 —x17 %o7 = & xox1 =
& E-y1x1 0 5&ls  &1y2Xoy16

En notation tensorielle, le déterminant et fait par I’ opérateur tensorielle Ejjk et
Eijk, Cette opérateur signifie une evaluation des indices pour une déterminant.

Exemplel Ladroite L est définit par les points Pi et Qk:

Li = Eijk P} QK
Pour
| gﬂ%@ gé’;jpgé | @%@ @qué
P= & = &pa/ps” et Q= = g
&% & 1 5 &% & 1 o
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i =1, ijk-ikj = 123-132: 11 =p29g3 - p32
i =2, ijk-ikj =231-213: lp=p3qgl-plg3
i =3, ijk-ikj =312-321: I3=plg2-p2ql

etsip3=1et g3 =1 alorsnousretrouvons notre forme:

I - dle
Pl = 9p2: et Qi= S
&1p &lg

i =1, ijk-ikj =123-132: 11=p2¢3 - p3g2=p2 — g2
i =2, ijk-ikj =231-213: lp=p3ql-plg3=pl —ql
i =3, ijk-ikj =312-321: I3=plg2 - p2ql

Séance 1
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| nter section de deux droites

Pour le calcul d'un point d'intersection de deux droites.

soit deux droites: L: ax+by+c=0et M :dx+ey +f=0.

. . ., ® ®
En notation classique: SoitL=(abc) e¢ M=(def)

L e point d'intersection est

Pour |e demontrer :

@ ® ®
P=LxM =

_ bf—ce _ cd—af

X = aebd Y = aebd
—ce('j
—C b o) ag@ apf—ce(-j b=+
0 —a* ¢e* = Ccd—af+ = (Ced—-af+
a 0p &y  Eedby b=
1 9

L e operateur "x" est équivalent a une déterminant.
Un point est I'intérsection d'une infini de droites. Soit deux droits
Soit deux droites (a, b, c) et (d, e, f). soit une droit "libre" avec coéfficient u, v, w :

u-x + vy +w =0.

On peut trouver les coordonées du point grace au déterminant.

uv w
‘ abc ‘ = 0= u(bf-ce) + v(cd-af) + w(ae-bd)=0
de f

bi bf—ce

q _ bf—ce
onc X= aebd

cd—af
+ v ICI+W=O=u-x+v-y+w
=§g__§; et 1=1.

En notation Tensorielle, nous avons I’ opérateur tensorielle Eijk

Ona Pi=EIKLj Mj

Pour
s

aénl'

(o}
Li= 92 = e Mk= ¢m2*

835

&35

i =1, ijk-ikj =123-132: pl=lomz—Izmy
i =2, ijk-ikj =231-213: p2=Izm1—I1m3
i =3, ijk-ikj =312-321: p3=Il1mo—Ilom

Séance 1
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Transformations en Coordonnées Homogenes.

L es coordonnés homogeénes fournissent une notation uniforme pour les
transformations.

Par exemple, les transformations dans un plan sont décrites par une matrice
homogene 3 x 3.

|
7 A N
Image Source Image Destination

Translation

X2 = X1 + tx,

y2=y1+ly

aX2p 20 0 txsX1p

Cy2r =60 0 ty"Gys*

&1 &0 01p&1p
En notation tensorielle:

PP=TAP pour A,B=1,2, 3.

Donc T est une transformation du repére A vers le repére B.

Les indices permet de noter les repéres.

Rotation

(Repére main droite, rotation sens trigonométrique)
x2 = Cos(q) X1 + Sin(0) y1,
y2 = Sin(q) X1 — Cos(q)y1

X2  2Cos(q) Sin(q) OpaX1s
¢yor =¢-Sin(g) Cos(q) 07¢y1~
€1 & O 0 15815
Quand lerepére tourne dans le sanse "q", e vecteur est tourner dans le sense —q
1-7
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Translation et Rotation

x2 = Cos(q) X1+ Sin(q) y1 + tx
x2 = Sin(g) x1—Cos(q) y1 +ty

X 25 aeCO_S(Q) Sin(q) txg X1
¢yor =¢-Sin(g) Cos(q) ty” Sy1~
€1 & O 0 156&1ld

En tensorielle, P®=RE PA

Transformations d'échelle, rotation et translation

Une transformation de similitude d'une image est définie par
une rotation, une translation, et un changement de taille des axes.

Soit un changement d'échelle st et sy des axes x1 et y1 (repere source)
suivi d'une rotation d'angle g dans le plan de I'image source,
suivi d'unetranslation ty, ty sexprimes dans le repere de la destination.

Ces parameétres donne une transformation (sx, sy, d, tx, ty ) de
1) Un changement d'échelle des axes, puis
2) Une rotation des axes, puis
3) Une trandlation.

&X2  S5xCos(q) sySin(Q) tyy &X1g
¢y2r = ¢-sxSin(g) sy Cos(q) ty” Sy1~
&€1p &€ 0 0 1p €15

ou hien

x2 = sxCos(q) x1 + sy Sin(a)y1 + tx,
y2 = sySin(q) X1 —sx Cos(g)y1 + ty
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Transfor mations d'images

= ,

Image Source Image Destination

Pour chague pixel de I'image de destination (Xg, yd), on calcule
une position (Xs, Ys) dans I'image de la source.

P°= Ty P¢

ou
Ca) zeSx Cos(q) sx Sin(g) Dx 5 Xdy
os” = &8y Sin(q) sy Cos(q) Dy~ Y-
&ls & 0 0 1s¢é&ls

Ensuite la nouvelle intensité ou couleur du pixel destination, PY, est calculé en
fonction I'intensité ou couleur de la pixel source, P°.

2&sH
MAIS, P°= %%/sj n'est pas un entier!
1o

Quelle valeur faut-il prendre pour les pixels?
Pour chaque pixel du destination, (x2, y2) on calcul le position du source, (X1, Y1).
Ensuite, on détermine une valeur par interpolation avec les pixels voisins.

v ™
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/e

Vi N
-+ ”
yan D
. =g

Il existe plusieurs fonctions d'interpolation.

Ordre zéro : Plus proche vaisin.
Ordre unité : intérpolation linéaire et "bi-linéaire"
Ordretrois: Spline cubic.

Interpolation d'ordre zéro

Pour lesimages Binaire, on peut fair que |'ordre zéro.
Lavaleur de p(i2, j2) déterminer par arrondis de p(i1, j1).

Surface de Décision - ------
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Inter polation Linéaire

Interpolation Linéaireen 1-D. soit igg X £1iotl

A p()
> |
io X lot1
A partir del'origine: p(x) = p(0) + my x
A partire de deux points igetigt+l:
pente : my °© B)F: = =p(i+1) — p(i)

équation deladroite:  p(x) = (Xx—ig) mx + p(ig)

Interpolation Linéaire en 2D

A Pligiio*+L)
p(X.y) Y
Pligiio) Plig+L.io)
(igr o)
X
m® o =pliotL, jo) —plior o)
my © 85 =p(io, Jot1) = p(io, Jo)

donc P(X,Yy) =myx -(Xx—o) + My - (Y—o) + P(io, jo)
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I nter polation Bi-lineaire

Plodo*t)  p(i +1,jg+1)

//ﬁ W
P(igo) pP(igtlip)

/
(io: Jo) E

X

Forme Bilinéaire : Hyperbolic Paraboloide

p(x,y)=ax+by+cxy+d.

Une interpolation linéaire en "y" de deux interpolations linaire en "x".

Dérivation :

p(X’ O) = p(O, 0) +X- (p(11 O) - p(o! O))
p(X, 1) = p(O, 1) +X- (p(11 1) - p(O’ 1))

p(X, y) = p(X, O) Ty (p(X, 1) - p(X’ 0))
=p(0, 0) +x- (p(1, 0) —p(0, 0))

Séance 1

+y - (p(0, 1) +x - (p(L, 1) —p(0, 1)))

—y - (p(0, 0) +x - (p(1, 0) —p(0, 0)))
=p(0,0) + x- (p(1, 0) —p(0, 0)) +y - (p(0, 1) —p(0, 0))

+x -y (p(1,1)-p(0, 1) -p(1,0) +p(O,0)

Pour le point ig, jo, remplace: O@® io, 1® io, X® (X—lIg),Y® (Y—1o)

DP . ) ..
a®my= . =p(io+l, jo) = plio jo)

DP . .
b®my= py =Pplo jotl) —plio. jo)

C © mxy=p(io*l, jo) + Plio, jot1) 4(io, jo) —Pliotl, jot1)
d= p(io, jo)

P(X,y) =a-(x-Hg) + b- (yHo) + ¢+ (X-ig): (YHo) + plio jo)
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Modéle dela Caméra

Modéle de laCaméra Géométrie Physique

Y
A P=(xV,2)
/ X
—— d Axe Optique Z
/ F—>
Objective
Image

Modéle Mathématique: Projection Centrale

Y Ps = (Xs’Ys’Zs)

‘(—F—) 7

O/ > 7

Objective Image Axe Optique
R

Y =>X, Y 0)
]

L es Reperes

Coordonnées de la Scene :
Point Scéne : P> =(Xg Vs Zg 1)T

Coordonnées de la Caméra :
Point Caméra: P = (Xa Yo za )T
Pointimage : P'= (X, yr, DT
Coordonnées de I'lmage :
PointiImage : P =(i,j, 1T

Nota : En coordonnées homogenes, les points sont invariant au multiplication par un

constant.
(i, DT =AG, ], DT = (A, Aj, A)T
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Transformations entresreperes

La modele de la caméra est composé d'une composition de transformations.

Transformation entre repére Caméra et repéere Scene
P°=TgP®

Matrice de Projection ¢P du repére Caméra vers le repére Rétine
Pr=pP¢ P°

Transformation entre repére image et repére cameéra
P =C\ wP

Composition: P =Ch PL TSP = Mg

La Transformation Scene - Caméra

Dans les coordonnées homogenes, les tranglations, rotations, transformeées affines et
perspectives sont représentées par |es produits des matrices.

Latransformation TSalaforme:

& . Xs g
TS -G Rs ZS_
S —

0O O 0 109

ou (Xs, Vs, Zs) est laposition du repére scéne dans le repere caméra.
et Rgest I'orientation du repére scéne dans le repére caméra.

Translation Addition en espace cartésien
Multiplications en Coordonnées Homogenes
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T est un vecteur (vecteur de tranglation) de Pq vers P2

En 3D

z

Au tour de l'axe X :

0%1 0 0 04
Cos(g) Sin(g) O |

Rx(@ =G _sin(q) Cos(q) 0~
€0 0O 0 19
'axeY :
os(f) 0 =Sin(f) 0
Ru(f _ag 0 1 0 09
y(') =€ sin(f) 0 Cos(f) 0 ~
€ 0o o 0o 19
'axe Z :
S8 885 %0
= 11! (01
Rz(Q =¢ o) 00 ot
€ 0 0 o0 19
En Générale:
2 . Txp
T =¢
€ 0 O 0 19

.?._ i’ + ou R =Rz(g) Ry(f ) Rx(q)

Séance 1

1-15



