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LeFiltre de Kalman
Lefiltre de Kalman est un estimateur récursif optimal.
Son origine se trouve dans e probléme de I'estimation de la trgjectoire des satellites

et des aéronefs. Dans un tel probléme, on cherche a estimer la position (X, y, z) et
lavitesse (vx, Vy, Vz) apartir de |'observation de deux angles : Site et azimut. (q, j )

®
Dans laterminologie de Kalman : la position et vitesse est un vecteur d'état : X et
®
I'observation est Y

Q
y=
®_ = ®—£6
X= A= Y_éjﬂ
\y;
o]

Pour chaque instant, t, |e filtre donne une estimation X t ans que saprécision Py, a

®
partir de I'observation et |'estimation précédente, )Qt-l, Pi-1, et I'observation Y , et
saprécision, Py. Les précisions sont des covariances.

N N ®
Xt, Pt :=F{ Xt1,Pt1,Y,Py}

Ce permet d'estimer un vecteur de N variable aléatoire a partir de M< N
observations. Les précisions sont des 2ieme moments de |'erreur.

Lefiltre récursif est un processus cycligue avec 5 phases :
1) Prédiction de I'évolution temporelle de |'état.

2) Observation

3) Prédiction de I'observation

4) Validation de I'observation.

5) Mise ajour de |'estimation.
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®
Le modéle de Kalman suppose que | es estimations sont corrompues par un bruit B.

X=X + B

L e bruit est une variable aléatoire de moyenne nul.
La précision est |e deuxiéme moment de ce bruit.

P o E{% %T} = E{(g@( —Q)& —%)T}

® ®
On ne peut connaitreni X ni B. Kaman nous fourni les estimations ﬁt
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Prédiction de |'évolution temporelle de |'état

La phase de prédiction proj ets)? t-1 €t ﬁt-l a tempst afin de produire X" et Pt
Oninclus les dérivées temporelles des paramétres dans le vecteur d'etat. X t-1

Soit une propriété, , du vecteur X, avec variance $,2.
La prédiction de premier ordre x* (t) exige la dérivee temporel X'(t-Dt).

L

X
eos s

Par série de Taylor, on peut écrire:

Xt = Xt-Dt+ X't-Dt Dt +r

avec |'hypothese que E{r} = 0.
Soit un vecteur de deux proprietés X; et X, avec une prédiction de premier ordre.

Le prédiction est X*:= ] (D)Xtpt +R

avec le matrice de transition, | (Dt) ©

cor Y
O, OO
I—\Qoo
o\

(D¢D> (DD~
OO O0OR

Laprécision de X ; est la covariances les propriétés %

éé\xlz é\><1'><1 é\><2><1 §><2'><1l:J
€ Saxt' Su?  Sox' Soxi U

Pr = é §X1X2 §X1’X2 §><22 é\’Xz'Xz Q
e §X1X2' §X1'X2' §)(2X2' §X2'2 u
ou
Sxx' = E{ (X' *)(X" kl)}
et
sx2 & E{ (x'- X2}

Lacovariance P est prédite par P := | (D)Pepotj (DYT + E{ RtR(T}

L e processus peut avoir les dérives d'ordre supérieur ale modeéle.
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Ces dérivés donnent lieu au "résidu” R.
R est supposée d'étre moyenne nul.
Son deuxiéme moment indique la perte de précision di au modele linéaire.

X
X¢ = Kot T ﬂtt‘Dt DT +R.
avec
Q ° E{R:R"}
Prédiction :

I: X¢ =] (D)X o+ R
I1: P = j (D)Peptj (DYT + Qy
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Modele du capteur

Un capteur projet |'estimation de |I'état du monde vers un vecteur d'observation en o
dimentions

Hl: YYo= HYX{

IV: Py* = HY} P& (HYT
Lamatrice de HY est un modéle linéaire du capteur.
L es observations sont corrompues par les bruits aléatoires
ainsi que une erreur d'approximation.

Ceci est représenté par I'erreur du capteur : Wy, calibré au Laboratoire.

Onsupposeque E{W¢ =0
tandis que Py © E{W; W, T}

Par exemple, considere I'observation Y (0=2) d'unétat X; (d =4).

g
ek - 98- 8308 88 Bt
:

é §X12 §X1'X1 §X2X1 é\><2'X1
é §X1X1’ §><1'2 §><2X1' §><2'X1'
é S‘})(le §><1'><2 s\><22 §><2'X2
é §><;|_X2' é\><;|_'X2' $\><2X2' §X2'2

(DCD> (DOD~
OO0OO0OR

OOy

Aproximations des modele non-lineéair es

Souvent le vrai capteur n'est pas linéaire.

Y = F(X)

Dans ce cas, on peut faire une approximation linéaire avec la dérivée premiere, (la
Jacobienne), calculé au tour de I'estimation actuelle.
A a1 Ty Tya Ty
HY 5 3Y = TR _ ¢ Txa Tx2 TIx3 Txa+
% X X %ﬂh fiy2 fy2 T2+
Tx1 Tx2 Tx3 Tx49
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Ty1 fiyr Ty Tyigy i
&, 0 g1
etdonc: FW = € Xz x2 Tx3 Mxa+ 6’%9
) &Yoo 8ﬂy2 Ty2 Ty2 Ty2- Gxo™
X1 Tx2 Txz Txa@ S
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Validation

Validation repose sur une mesure de similarité. Une telle mesure est
la"Distance de Mahalanobis' ou "Différence normalisée par covariance"

Soit laprédiction Y{* avecsaprécision Pt

®
et I'observation  Y; avec saprecision Py

®
L'Innovation : V = (Y, — Y¢") est I'information obtenu par |'observation.
Il doit étre validé par une distance de Mahalanobis
1 ® * * - ® *
Vi = S{Vi-YO) TP +Py) L (Yi-Y))
Pour une scalaire :

d2 — (X* - y)2
- 52,62
2 (sy“tsy )

On considére que Xt*, Pt* définie une probabilité d'une observation Y.
Siily aK prédictions: Xt*, Pkt", |'observation est associée a :
ArgkMin {dk?} tel que d £ seuil.

Le seuil est un multiple de I'écart type.
Son choix depend du probleme
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Mise a Jour

Contraint d'un modele par une Observation
®
Soit un modéle Xt*, P¢* et une observation Y;, Py

A A A
/ r\ > J(\
/
L o .

X

Y fournis une contrainte sur X*.

Lanouvelle valeur est donnée par un moyen, pondérée par |le variance:
L es variances combine comme les résistances paralléles :

&2 - Sx2sy2
xX- = Sy2 + sz

A X* Y
knt = SX2 ( SX*Z + Sy2)

Formulation Kalman (estimation récursif): Le Gain de Kalman

Sy2

K —_— —Xi
- Sy2 + SX2
K determine la contribution que l'innovation porte al'esimation K = Y
Puis:
SAXZ = S*XZ — KS*XZ
et

R = X* +K (Y =-Y*)

En plusieurs dimensions, le gain de Kalman est une matrice.
Supposons que Y et X sont dans le méme espace. (Méme nombre de variables.

K:= P (P + Py)-l
puis:

>

* ® *
t=Xt + K (Y¢=YY¢)

et

A * *
Pi=Pt - K Pt.
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Etsi X et Y ne sont pas du méme repere,
il faut le transformation HY et soninverse HY = H% T

Equations VI, VII et VIII du Filtre de Kalman :

VI : K:= P HYT[HX PfHX T+ Py-1

®
X¢ + K [Y, - HY Xt']

x>

VIl :

t-

'U>

VIII : =P —K HY P

Le Matricede Gain K

Legain K est une matrice qui donne le poids pour une mise a jour de xq a partir de
chague composant de I'innovation vq
N\
Xt:=Pf =K HY Pt*
o gy
fiyr flya=+
B9 %xlyl Kx1y2¢) x2 xo—+
o2+ _ ¢ Kxayl Kxay2+ ay1— HXt o € Tya Ty ay1— HXt' 6
3= 8kx3yl kx3y2— %yz— H3Xt 3~ 9X3 M— %yz— H3X¢" &
49 Kxdy1 Kxay2d Tyx Ty~
X4 IXa=
fiy1 ﬂYZﬂ

K:= P HYT[HYX PHHYT+ Py]-1

%ﬁxlyl Kx1y2¢) &Sn S1% S13° Sy @11 h214

x2yl Kxoy2+ _ ¢ Sx® S22 S23° S24 ¢ 12 hooge g1
%kX3y1 Kx3y2+ Sz1” Sg® Sag® Sz’ } hig hoz-£e+ « o
Kxdy1 Kxay2d S42 842 Sy32 S4428° 14 hos D

ou
&Sn S12” S13% Sy @11 h210
2 ° ('j:(aehll h12 h13 h14sg S22 Szz Sz? Sau’<g M2 Moo+ e Sn? Sip?
ee o g \gho1 h22 h23 hoggr S52 S5,2 Sa2 Su2+0 13 hoze g S,12 S,,2 :y)
S 42 S42 S432 Su? } h14 249
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